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Re´sume´ :
L’objectif de cette e´tude est de pre´senter des outils nume´riques capables de de´crire le comporte-
ment dynamique d’une structure compose´e de couches de mate´riaux passifs associe´s a` de patches
pie´zoe´lectriques shunte´s. Une technique exploitant un circuit a` capacite´ ne´gative est conside´re´. Cette
technique est tout d’abord applique´e a` un guide d’onde unidimensionnel a` un seul patch, afin de re´gler
les caracte´ristiques du circuit. Une distribution de patches est ensuite conside´re´e, afin de tirer pro-
fit de la pe´riodicite´ de la structure. La confrontation avec une se´rie des re´sultats expe´rimentaux est
finalement pre´sente´e.
Abstract :
The aim of this work is to present a mathematical tool able to describe the dynamical behavior of
a complex structure obtained by the superposition of passive layers and shunted piezopatches. A
negative capacitance circuit is exploited in order to reduce the vibration level of the structure. Firstly
this technique is applied to a mono dimensional wave guide with a single patch in order to tune the
exterior circuit. Then an array of piezoelectric patches is considered in order to take advantage of the
structure periodicity. Finally some experimental results are presented.
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1 Introduction
Dans la pratique industrielle, les proble`mes lie´s au controˆle du niveau vibratoire constituent souvent
une priorite´. Au fil des anne´es diffe´rentes solutions ont e´te´ propose´es [5]. Dans le cadre de ce travail on
a choisi une technique semi active exploitant la capacite´ des mate´riaux pie´zoe´lectriques de convertir la
puissance me´canique lie´e a la structure vibrante en e´nergie e´lectrique. Le succe`s de ce type de dispositif
est lie´ a` la capacite´ des e´le´ments a` pre´senter des coefficients de couplage e´lectrome´caniques tre`s e´leve´s.
Un avantage de ce type de syste`me est la possibilite´ d’etre embarque´ dans des structures qui sont
alors qualifie´es de structures intelligentes. Si on conside`re le comportement dynamique du syste`me, on
comprend l’utilite´ d’utiliser un circuit a` capacite´ ne´gative [3] capable de dissiper une partie de l’e´nergie
par effet Joule dans des re´sistances. Du point de vue propagatif on peut ame´liorer les performances
en disposant en se´rie des patches pie´zoe´lectriques place´s le long de la structure de fac¸on a` exploiter
les effets de modification de l’impe´dance globale dus a` la pe´riodicite´ de la structure [2]. La figure 1
pre´sente la structure conside´re´e. A` la lumie`re de tout cela on comprend bien la ne´cessite´ de re´aliser
un mode`le mathe´matique capable de de´crire correctement les grandeurs en jeu. Cet article se propose
de combler cette ne´cessite´ en pre´sentant un mode`le multiphysique compose´ par une poutre stratifie´e,
un pie´zoe´lectrique et d’un circuit e´lectrique externe.
2 Mode`le de la poutre composite
L’objet de ce paragraphe est de´crire le mode`le utilise´ par mode´liser le comportement me´canique des
plaques sandwiches [6]. Un mate´riau sandwich est constitue´ d’un mate´riau de faible masse volumique
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Figure 1 – Syste`me conside´re´
(l’aˆme) sur lequel sont colle´es des feuilles ou plaques (les peaux). La fonction essentielle de l’aˆme du
sandwich est de transmettre, par cisaillement, les actions me´caniques d’une peau a` l’autre.
Dans le cas ge´ne´ral, les peaux sont des stratifie´s d’e´paisseur h1 (peau infe´rieure) et d’e´paisseur h2
(peau supe´rieure).
L’e´paisseur de l’aˆme sera note´e h. Le syste`me de coordonne´es est choisi de manie`re que le plan x,
y soit le plan moyen. Les outils mis a` disposition pour re´soudre ce type de proble`me sont l’e´quation
de mouvement qui e´tablit une relation entre les termes de sollicitation de la structure, les e´quations
constitutives qui lient les de´formations aux contraintes, le champ de de´formations et enfin le champ de
de´placements. Dans la the´orie FSDT [6] les hypothe`ses sur le champ des de´placements conduisent a` un
syste`me d’e´quations diffe´rentielles base´ sur cinq fonction inconnues : trois fonctions de de´placements
(u0, v0 et w0), deux fonctions de rotation (ϕx, ϕy).
Dans le cas pre´sent on ne peut pas accepter l’hypothe`se de conservation de l’e´nergie. En conse´quence
on a utilise´ l’hypothe`se d’amortissement visqueux proportionnel, de fac¸on a` de´crire les pertes internes
a` la poutre.
Afin de montrer la pertinence du mode`le, on a compare´ les re´sultats de la simulation avec les re´sultats
issus d’une campagne expe´rimentale. L’essai a consiste´ a` re´aliser un balayage fre´quentiel de la poutre
en composite sur une plage de 0 ÷ 3000Hz. La poutre en libre-libre a e´te´ excite´e a` un bout par un
pot vibrant, les mesures ayant e´te´ effectue´es par un vibrome`tre a` effet doppler. Le mode`le nume´rique
montre un certaine ade´quation aux mesures de figure 2. L’e´cart entre les fre´quences propres est mode´re´,
quelques proble`mes persistent au niveau de l’amortissement, ces e´carts e´tant compatibles avec l’hy-
pothe`se d’amortissement retenue, mieux adapte´e aux structures me´talliques homoge`nes.
3 Le pie´zoe´lectrique
Les mate´riaux pie´zoe´lectriques sont des die´lectriques caracte´rise´s par leur capacite´ a` engendrer un
champ e´lectrique en pre´sence des sollicitations me´caniques ou inve´rsement de donner lieu a` des
de´formations lorsqu’ il sont soumis a` une diffe´rence de potentiel.
3.1 Le mode`le mathe´matique
La description de ce comportment est base´e sur un syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles de´pendant
des trois coordonne´es spatiales et du temps. La partie me´canique doit respecter la conservation
de la quantite´ de mouvement tandis que la partie e´lectrique doit respecter l’e´quation ge´ne´rale de
l’e´lectrostatique pour un milieu die´lectrique. Ces e´quations doivent eˆtre comple´te´s par des rela-
tions constitutives reliant les de´placements aux contraintes et les de´placements e´lectriques au champ
e´lectrique. Afin d’e´quilibrer le nombre d’inconnues avec le nombre d’e´quations, il faut ajouter la re-
lation qui lie le champ e´lectrique au potentiel. En re´sumant, pour 4 e´quations il faut de´terminer 4
inconnues (trois de´placements u,v,w et le potentiel e´lectrique V ).
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Figure 2 – Comparaison entre la re´ponse en fre´quence expe´rimentale et simule´e
3.2 Les conditions aux limites
Le proble`me diffe´rentiel peut eˆtre re´solu une fois que les conditions a` la frontie`re et les conditions
initiales sont impose´es. En ce qui concerne les conditions aux limites il faut distinguer deux types de



















Figure 3 – Conditions aux limites pour le pie´zoe´lectrique
Conforme´ment a` la classification de la figure 3 en correspondance avec la frontie`re ∂Ωp on a en ce
qui concerne les de´placements des conditions de Neumann homoge`ne sur ∂Ωp− ∂Ω3 et des conditions
de compatibilite´ des de´placements sur ∂Ω3. En ce qui concerne la partie e´lectrique on a une surface
e´quipotentielle V0 sur ∂Ω4, une surface e´quipotentielle a` tension nulle V = 0 sur ∂Ω3 et une condition
de charge nulle sur ∂Ωp − ∂Ω3 ∪ ∂Ω4.
3.3 Circuit e´quivalent pie´zoe´lectrique
Comme a indique´ pre´ce´demment, le syste`me est de´crit par des mode`les mathe´matiques assez com-
plexes, en particulier il faut faire interagir le pie´zoe´lectrique (EDP) avec le circuit exte´rieur (EDO).
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Cette ope´ration peut eˆtre simplifie´e si on utilise un mode`le e´lectrique e´quivalent du pie´zoe´lectrique
qui permet de s’affranchir de la de´pendance spatiale des champs.
Pour cela on peut utiliser le the´ore`me de The´venin-Norton qui permet de condenser les proprie´te´s
distribue´es d’un tel syste`me sur des composants plus simple comme des re´sistances, des ge´ne´rateurs,
etc. Le the´ore`me de The´venin-Norton e´tabli que la forme d’onde du courant i et la forme d’onde de la
tension v aux bornes ne changent pas si le circuit est substitue par un circuit e´quivalent de The´venin
ou d’un circuit e´quivalent de Norton [4].
3.4 Couplage poutre-pie´zoe´lectrique
Le mode`le de poutre est base´ sur un syste`me d’ EDP formule´ sur cinq variables cine´matiques,
(trois de´placements et deux rotations). Le pie´zoe´lectrique pre´sente trois de´placements et une variable
e´lectrique. Le contact entre les deux e´le´ments a lieu sur la surface 3 (figure 3). Il faut assurer la
condition de continuite´ des de´placements a` l’interface.
4 Le circuit e´lectrique
Le circuit e´lectrique posse`de deux fonction principales, celle de limiter les vibrations de la structure
graˆce a` une conversion d’e´nergie vibratoire en e´nergie e´lectrique dissipe´e au sein de la re´sistance et
celle de modifier la raideur de la structure.
4.1 Couplage circuit-pie´zoe´lectrique
L’effet de couplage entre les e´quations lie´es au pie´zoe´lectrique (EDP) et l’e´quation concernant le circuit
e´lectrique (EDO) est re´alise´ en effectuant une inte´gration sur la frontie`re de la densite´ de charge. Le
re´sultat de cette ope´ration donne la valeur de la charge mobile qui passe a` travers le circuit. La valeur
ainsi calcule´e modifie la tension vue aux bornes du circuit. Cette tension est enfin communique´e au
pie´zoe´lectrique en imposant une condition d’e´quipotentialite´ sur une des surfaces. Le sche´ma de la
figure 3 re´sume le processus a` re´aliser pour garantir le couplage complet entre les deux syste`mes.
4.2 Influence de la capacite´ ne´gative
L’e´valuation correcte de la valeur de la capacite´ ne´gative repre´sente une e´tape fondamentale dans la
re´alisation du mode`le, puisque c’est graˆce a` elle quel’on peut e´liminer l’effet parasite lie´ a` la capacite´
intrinse`que du pie´zoe´lectrique Cp. Cette contribution ne´gative peut eˆtre e´limine´e en re´glant correcte-
ment la valeur de la capacite´ ne´gative ; pour ce faire il faut trouver la condition d’instabilite´ du syste`me
global. En termes mathe´matiques cela implique la singularite´ de la matrice de raideur globale. Une
strate´gie simple qui permet de rendre singulie`re cette matrice se base sur un calcul aux valeurs propres
parame´trique ou` l’espace de conception est repre´sente´ par la valeur de Cneg en cherchant a` annuler la
premie`re valeur propre f1 du syste`me. Cette proce´dure est particulie`rement sensible aux parame`tres
d’entre´e comme cela a e´te´ montre´ dans l’article [1]. En fait on a la garantie de converger vers la valeur
cherche´ seulement pour des valeurs de Cneg suffisamment proches du point optimal. Cet effet est illustre´
dans le tableau 1 qui pre´sente la variation des dix premie`res valeurs propres du proble`me couple´ en
fonction des conditions aux limites e´lectriques applique´es, a` savoir la condition de court circuit CC,
de circuit ouvert CO et de circuit capacitif Cneg. Le symbole utilise´ en exposant indique le crite`re
d’optimisation retenu : le symbole ? indique que l’optimisation a eu lieu avec un seul patch, le symbole
† signifie que l’optimisation a e´te´ mene´e sur la totalite´ des patches mais avec une valeur commune a`
chaque patch et infin le symbole ‡ signifie que chaque pie´zoe´lectrique a e´te´ optimise´ inde´pendamment.
Cette technique peut eˆtre ame´liore´e en effectuant un calcul pre´alable sur la valeur de de´part de Cneg
e´value´e simplement comme le ratio entre la charge q0 et la tension V0 a` de´formation nulle.
4.3 Influence de la re´sistance
L’ajout de la re´sistance dans le circuit a pour objectif de dissiper de l’e´nergie e´lectrique sous forme de
chaleur. On peut e´tablir le bilan d’e´nergie entre la puissance active injecte´e et la puissance active dis-
sipe´e a` chaque cycle. En effectuant les calculs on s’aperc¸oit que l’e´nergie dissipe´e sur chaque pie`zopatch
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f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10
CC 8.58 26.32 49.58 133.52 159.02 264.63 438.76 457.61 498.84 702.01
CO 8.59 26.32 49.63 133.69 159.03 264.98 438.79 458.17 498.85 702.76
C?neg 0 26.32 47.30 119.79 159.02 203.88 400.81 438.81 498.73 676.05
C†neg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 26.31
C‡neg 0 26.32 46.24 114.78 159.02 193.91 394.11 438.80 498.72 671.18
Table 1 – Variation des dix premie`res valeurs propres du proble`me couple´ [Hz] en fonction des
conditions aux limites e´lectriques
n’est pas distribue´e de manie`re homoge`ne, certains e´le´ments e´tant plus sollicite´s que d’autres. Cet
phe´nome`ne sugge`re la possibilite´ de modifier la proce´dure d’optimisation des capacite´s ne´gatives en
imposant des contraintes supple´mentaires sur la puissance dissipe´e dans chaque re´sistance et de plus
donne credit a` l’hypothe`se que la activation du pie´zoe´lectrique est directement lie´e a` l’annulation de
la premie`re valeur propre comme illustre´ dans le tableau 1.
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Figure 4 – Puissances dissipe´es sur chaque pie´zopatch par effet Joule
pacite´ ne´gative e´loigne´e de la valeur optimale, on remarque une perte d’e´nergie tout a` fait ne´gligeable,
par contre en travaillant sur le point optimal, note´ C∗neg, les valeurs sont beaucoup plus e´leve´es mais
encore mal distribue´es le long la structure.
De plus ce type de calcul peut nous donner une indication sur la qualite´ du mode`le retenu. Si on
calcule la diffe´rence entre la puissance injecte´e Pmec et la puissance dissipe au sein des re´sistance P
tot
el
a` chaque pas fre´quentiel on doit obtenir un re´sultat nul, car on a borne´ tout les pertes au seul circuit
exte´rieur. La figure 5 montre que cette relation est assez bien ve´rifie´ sur une large plage de fre´quences
y compris la fre´quence de re´sonance lie´e au couplage e´lectrome´canique pour des pas de discre´tisation
assez re´duits. Pour un maillage grossier l’e´cart entre les deux courbes est marque´ surtout en utilisant
































Figure 5 – Bilan e´nerge´tique du syste`me
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5 Re´sultats des simulations
Pour conclure ce travail on montre la pertinence du mode`le a` travers un calcul de re´ponse en fre´quence
du syste`me couple´ sur un plage fre´quentielle de 0÷500Hz. La figure 6 montre comment l’introduction
du circuit capacitif est capable d’influencer le comportement de la structure. L’e´cart entre deux modes
correspondants n’est pas ne´gligeable, cet effet peut eˆtre exploite´ favorablement pour cre´er des filtres
e´lectrome´caniques capables de se´lectionner certains signaux suivant leur longueur d’onde. Par contre
la modification des conditions aux limites e´lectriques, a` savoir court-circuit CC ou circuit ouvert
CO, n’ont presque aucune influence sur le comportment dynamique de la structure comme illustre´
pre´ce´demment dans le tableau 1.





































Figure 6 – FRF du syste`me couple´
6 Conclusions
Cette communication pre´sente des re´sultats qui permettent de mieux comprendre les phe´nome`nes
lie´s a` la technique de controˆle des vibrations par capacite´ negative. Le mode`le propose´ est capable
de de´crire suffisamment bien la partie me´canique et la partie e´lectrique et constitue un ve´ritable
outil d’aide a` la conception du syste`me. Pourtant diffe´rentes ame´liorations sont envisageables. Par
exemple, on n’est actuellement pas capable de de´terminer des parame`tres aptes a` de´crire en de´tail les
phe´nome`nes e´nerge´tiques lie´s a` la propagation des ondes a` l’interface du pie´zoe´lectrique.
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